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На основе аналитического решения задачи о поле излучающего гармонического токового диполя развит аналити-
ческий метод расчета квазистационарного трехмерного электромагнитного поля, создаваемого произвольным 
пространственным токовым контуром, расположенным вблизи электропроводного тела с плоской поверхнос-
тью. Решение с учетом замкнутости контуров с током найдено в виде квадратур для векторного потенциала, 
индукции и напряженности электрического поля в диэлектрической и электропроводной средах без ограничений 
на геометрию контура, свойства среды и частоту поля. Установлено, что плотность тока в электропроводной 
среде не содержит составляющей, перпендикулярной граничной поверхности для любой системы исходных то-
ков и произвольной зависимости токов от времени. Как следствие, перпендикулярная компонента напряженнос-
ти электрического поля на поверхности диэлектрической среды и поверхностная плотность электрического за-
ряда не зависят от свойств электропроводной среды и определяются только вертикальной составляющей инду-
цированного электрического поля исходной системы токов в диэлектрической среде при произвольной зависимо-
сти от времени.  Библ. 21, рис. 1. 
Ключевые слова: квазистационарное трехмерное электромагнитное поле, произвольный контур с током, вихревые токи. 
 
Введение. Работа посвящена вопросу формирования квазистационарного трехмерного электро-
магнитного поля в системе: контур с переменным током произвольной пространственной конфигура-
ции – электропроводное тело с плоской граничной поверхностью. Несмотря на то, что данной теме по-
священо достаточно много работ, в том числе и общетеоретического характера, практические потреб-
ности разработки устройств с конкретными условиями распределения полей по-прежнему вызывают 
интерес исследователей к этой проблеме. Особенностью настоящей работы является развитие аналити-
ческих методов расчета трехмерного электромагнитного поля в достаточно общей постановке, где пер-
вичное поле создается переменным током, протекающим по контуру пространственной конфигурации, 
произвольным образом ориентированному относительно границы раздела сред, а во внешнем электро-
проводном намагничивающемся теле учитываются возникающие вихревые токи. При этом в работе не 
ставятся ограничения на частоту поля или глубину его проникновения в электропроводную среду. 
В [2] было показано, что аналитическое решение сформулированной квазистационарной задачи 
может быть основано на известном аналитическом решении о поле излучающего гармонического токо-
вого диполя, расположенного над плоской границей раздела сред – на наш взгляд, одной из самых кра-
сивых задач теории электромагнитного поля. Поставленная в середине прошлого века в работах 
Г. Гринберга [6] и А. Зоммерфельда [7] задача получила дальнейшее развитие в работах О. Тозони [15] 
для исследования волнового электромагнитного поля полосковых линий, которые представлялись по-
следовательной системой таких диполей. Теоретические исследования квазистационарной задачи на-
шли развитие, в первую очередь, для решения конкретных технологических вопросов. Среди них мож-
но отметить, например, устройства магнитно-импульсной обработки металлов [1, 16], индукционные 
установки термической обработки металлов [8, 21]. В данных приложениях источником внешнего пе-
ременного поля являются токи, протекающие вдоль контуров, геометрическая конфигурация которых 
соответствует требованиям анализируемых устройств. Аналитические решения задачи о квазистацио-
нарном поле с учетом индуцированных токов в электропроводном полупространстве получили разви-
тие при ограничениях на геометрию систем: в [18, 20] найдено решение для проводника с током, парал-
лельного границе раздела сред; в [9] решается задача о проводнике, лежащего в вертикальной плоско-
сти. В целом на сегодняшний день нельзя говорить об общем аналитическом решении квазистационар-
ной задачи для контуров любой конфигурации и произвольных электрофизических свойствах сред. 
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В [2] задача о квазистационарном электромагнитном поле рассматривалась в общей постановке 
для произвольной конфигурации контура с током. Вместе с тем аналитическое решение относилось 
только к полю в области протекания тока. Несмотря на то, что в квазистационарной постановке реше-
ние упрощается, однако, при его получении не было в полной мере использовано необходимое условие 
замкнутости контура с током. Как и в ранее цитированных работах можно говорить, что в целом в ис-
пользованном в [2] подходе и последующих работах не был достаточно полно развит аналитический 
метод расчета квазистационарного электромагнитного поля. Поэтому данная работа имеет целью вос-
полнить указанный пробел развития аналитической теории решения задачи расчета трехмерного квази-
стационарного электромагнитного поля, создаваемого пространственными токовыми контурами с уче-
том вихревых токов во внешних электропроводных телах, и последовательно изложить материал в на-
правлении получения решения задачи во всем пространстве, использования условия замкнутости кон-
туров с током, установления существенных особенностей распределения трехмерного электромагнит-
ного поля и его источников.  
Математическая модель. Будем рассматривать произвольный контур в неэлектропроводной 
немагнитной среде с относительной диэлектрической проницаемостью eε , по которому протекает ток 
I(t). Контур расположен вблизи электропроводного тела с плоской границей, обладающего электропро-
водностью γ и относительной магнитной проницаемостью μ (на рисунке а исходный контур с током 
показан сплошной кривой в верхнем полупространстве z>0). Считается, что размеры контура значи-
тельно меньше, чем размеры плоского участка поверхности тела, что позволяет использовать модель 
контура с током над электропроводным полупространством. Рассматривается линейная задача расчета 
квазистационарного электромагнитного поля, для которой плотность тока удовлетворяет условию непр 
ерывности 0div =j , и поэтому контур с током является замкнутым.  
Квазистационарная по-
становка предполагает вы-
полнение двух ограничений:  
− длина волны элек-
тромагнитного поля λ зна-
чительно больше любого 
характерного размера L 
электромагнитной системы 
L>>εεμμωπ=λ 002 ; 
− в уравнении полного 
тока пренебрегают плот-
ностью тока смещения jD 
по сравнению с плотно-
стью тока проводимости j  
[10, 19]. 
Проблема сводится к решению задачи, которая описывается уравнениями Максвелла для векто-
ров поля: напряженностей электрического E и магнитного H полей, векторов индукции магнитного по-
ля B и электрического смещения D с учетом заданной плотности тока сторонних источников je в эле-
ментах контура [10] 
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Для линейной задачи свободный заряд в кусочно-однородной среде может быть сосредоточен 
только на поверхности раздела сред с соответствующей поверхностной плотностью σ, поэтому в по-
следнем из уравнений (1), которые описывают поле вне граничной поверхности, заряд опущен.  
Материальными уравнениями, дополняющими (1), являются 
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где индексами “е” и “i” отмечены величины в областях 0>z  и 0<z  соответственно. 
Введением векторного A и скалярного ϕ потенциалов 
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rot ; grad / tϕ= = − − ∂ ∂AB A E ,                                                   (3) 
а также калибровки Лоренца в квазистационарном приближении 
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из уравнений Максвелла (1) следуют уравнения для потенциалов 
0
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Заметим, что для диэлектрической среды 0>z  калибровка Лоренца совпадает с калибровой Кулона. 
На поверхности проводника выполняются краевые условия для касательных и нормальных со-
ставляющих векторов электромагнитного поля и, кроме того, должно быть установлено условие зату-
хания поля на бесконечности ( ) 0=−× −+ EEe z ,  ( ) 0=−× −+ HHe z ,  ( ) 0=−⋅ −+ BBe z ,                    (6) 
0,0 εεσ=⋅=⋅ +− ezz EeEe ,                                                                     (7) ( ) 0=∞A .                                                                                                          (8) 
Индексами «+» и «–» обозначены векторы поля на границе раздела сред соответственно со стороны поло-
жительного и отрицательного значений оси z (рисунок а), ze  – единичный вектор в направлении оси z. 
На основании (4) в электропроводной среде, где 0≠γ , для решения задачи достаточно найти 
распределение векторного потенциала. Однако в диэлектрической среде величина скалярного потен-
циала остается неопределенной: скалярный потенциал не входит в условие калибровки (4), а нормаль-
ная компонента поля на плоской границе в (7) определяется через неизвестную поверхностную плот-
ность заряда σ. В этом случае, используя только векторный потенциал, напряженность электрического 
поля в (3) может быть определена с точностью до потенциального слагаемого. На отмеченное свойство 
задачи сопряжения в квазистационарной постановке обращают внимание авторы работы [14], в которой 
показано, что решение будет однозначным при задании дополнительных условий. Неопределенность в 
определении напряженности электрического поля является несущественной, если необходимо знать 
распределение индукции магнитного поля или ЭДС, индуцируемой в замкнутом контуре. Однако нахо-
ждение напряженности электрического поля становится необходимым, например, при определении ло-
кальных силовых характеристик действия электрического поля, определении плотности потока энергии 
электромагнитного поля HEΠ ×=  и в ряде других приложений.  
Рассматриваемый класс явлений, как отмечается в [19], может излагаться как с помощью урав-
нений квазистационарного поля, так и на основе общих волновых уравнений. В последнем случае при 
формулировке задачи отмеченные выше затруднения не возникают. В этой связи в основу аналитиче-
ского решения сформулированной квазистационарной задачи расчета электромагнитного поля произ-
вольного контура с током целесообразно положить известное аналитическое решение трехмерной зада-
чи о поле излучающего гармонического токового диполя dlIt& , расположенного над плоской границей 
раздела сред, где I&  – комплексная амплитуда тока [6, 7].  
Электромагнитное поле гармонического тока произвольного контура. Введем комплексные 
амплитуды векторных полей B& , H& , E&  и потенциалов A& , ϕ&  для тока, изменяющегося во времени по 
гармоническому закону. В предположении, что проводник является бесконечно тонким, плотность тока 
в уравнении (5) для векторного потенциала можно записать с использованием импульсной функции 
Дирака  ( )
,0:0
,:0
2
0
2
=+Δ<
−δμ−=+Δ>
iii
MMeee
kz
Ikz
AA
trrAA
&&
&&&
                                            (9) 
где волновой параметр среды k  в общем случае в волновой теории определяется как 
γωμμ−=εεμμω+γωμμ−= ~000202 jjk , где 0~ ωεε+γ=γ i  – комплексная электропроводность среды; 
ω – циклическая частота, j  – мнимая единица. В квазистационарном приближении параметры γ=γi~  и 
γωμμ−= 02 jki  отличны от нуля в области z<0 и равны нулю 0,0~ 2 ==γ ee k  в диэлектрической среде z>0.  
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Отметим, что полученное в [15] аналитическое решение трехмерной задачи (9), (6), (8) для поля 
гармонического диполя представляет, по сути, частотный спектр изменяющегося во времени электро-
магнитного поля. Решение удалось найти, осуществив еще и двумерное преобразование Фурье по коор-
динатам, эффективность применения которого показана в [6, 15].  
Формула прямого преобразования Фурье функции двух переменных ( )yxf ,  по координатам 
имеет вид                                        ( )∫ ∫∞
∞−
∞
∞−
η+ξ−⋅π=ηξ dxdyeyxff
yxi),(
4
1),( 2
* ,                                        (10) 
где i – мнимая единица для данного преобразования. При этом, как обычно, дифференцированию по 
координатам x и y функций-оригиналов соответствует умножение их изображений ( )ηξ,*f  на операто-
ры ξi  и ηi соответственно.  
В результате применения к уравнениям (9) интегрального преобразования (10) вместо трехмерных 
уравнений в оригиналах получают уже одномерные уравнения для изображений векторного потенциала 
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где 2222 kq −η+ξ= , 1MM zzh −==  – вертикальная координата точки истока на контуре. Здесь под 
координатами zyx ,,  и связанными с ними величинами ηξ,  точки наблюдения Q  понимаются локаль-
ные координаты с вертикальной осью, которая проходит через точку истока M на контуре, причем ко-
ордината x  отсчитывается в направлении единичного вектора ||e , параллельном проекции касательной 
к контуру t  на поверхность раздела сред (рисунок б).  
Переходя к локальным полярным координатам  
⎩⎨
⎧
θρ=
θρ=
,sin
,cos
y
x
    
⎩⎨
⎧
ψϑ=η
ψϑ=ξ
,sin
,cos
                                                               (12) 
величины, входящие в (11), принимают вид 
2 2 2 2 2,e i iq q kϑ ϑ= = − .                                                                   (13) 
Граничные условия (6), выраженные через Фурье-изображения векторного потенциала, также 
упрощаются. В результате формулируется краевая задача для обыкновенного неоднородного диффе-
ренциального уравнения второго порядка.  
Переход к квазистационарной задаче осуществляется с помощью интегрирования вдоль замкну-
того контура, составленного из токовых диполей, при неизменной комплексной амплитуде тока I&  и с 
отбрасыванием в результате членов, обусловленных токами смещения.  
Опуская промежуточные выкладки, представим решение для Фурье-изображений по координа-
там векторного потенциала отдельно в диэлектрической z>0 и электропроводной z<0 средах  
( ) ( )∫ ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧ ⋅++−π
μ=> ⊥
−−−−
l
zee
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e
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224
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1 &&&& ,                (14) 
( )( ) .
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:0 *1||
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μ=<
l
iziii dlYYY
I
z teettA &&&
&&                                                        (15) 
Здесь t  и 1t  представляют собой единичные векторы, касательные соответственно к исходному конту-
ру в точке M, и к контуру, зеркально отраженному от границы раздела сред, в точки M1, показанному на 
рисунке а пунктирной линией. Векторы t  и 1t  имеют одинаковые по величине и противоположные по 
направлению проекции на вертикальную ось ⊥⊥ −= tt1  и одинаковые по величине и направлению про-
екции на поверхность раздела сред ||||1 tt = , то есть  ||ttt += ⊥ ,  ||1 ttt +−= ⊥ .  
Введенные в (14), (15) подынтегральные функции после исключения слагаемых, связанных с 
токами смещения, принимают следующий вид: 
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( )
( )
( )
( )
( ) ( )
1 1
* * *
|| ||
* * *
|| 1
, cos cos ,
, cos , ,
M M
i M i M
i M
z z z z
e e e
q z z q z z
q z z
i i i
e eY Y i i Y
w w
e eY Y i Y e
w w
ϑ ϑ
ϑ ϑ
ϑ
ψ ψϑ ϑ
μψ μϑ ϑ ϑ
− − − −
⊥
− −
−
⊥
= = =
= = =
& & &
& & &
,                                       (16) 
где                                            ( ) 2 01iqw jμϑϑ ϑ ϑ ωμμ γμ μ
+= = + + .                                                     (17) 
Для получения решения относительно физических переменных необходимо осуществить обрат-
ное преобразование по координатам согласно выражению 
 
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ∫ π
π−
θ−ψϑρ∞∞
∞−
∞
∞−
η+ξ θψϑϑϑ=ηξ⋅ηξ= defdfddefyxf iyxi cos*2
0
*
1
* ),(),( ,             (18) 
где подынтегральная функция, в качестве которой выступает любое из слагаемых в (14), (15), в общем 
случае имеет вид ( ) ( )ψϑηξ *2*1* ),( fff = . 
Обратные преобразования Фурье для первых двух слагаемых в (14) известны [2] 
 
( )
r
ddee i
zz M 1
20
cos π=ϑψϑϑ∫ ∫
∞ π
π−
θ−ψϑρ
−ϑ−
,          
( ) ( )
10
cos 1
2
1
r
ddee i
zz M π=ϑψϑϑ∫ ∫
∞ π
π−
θ−ψϑρ
−ϑ−
.          (19) 
Здесь r  и 1r  – расстояния между точкой наблюдения Q  и точками истока на исходном контуре M  и 
его зеркальном отражении 1M  соответственно (рисунок а). 
В свою очередь, применение обратного преобразования Фурье для слагаемых, содержащих 
функции *||Y& , *⊥Y&  и *1Y&  в (14) и (15), позволяет найти в виде аналитических зависимостей результат ин-
тегрирования только по углу ψ  [5] 
( ) ( )
( ) ( )
1 1( )
0 1
||
0 0
( )2 , 2 cos ,
M M
z z z z
e e
e J e JY d Y d
w w
ϑ ϑϑρ ϑρπ ϑ ϑ π θ ϑ ϑϑ ϑ
− −∞ ∞ − −
⊥= = −∫ ∫& &                                  (20) 
( )
( ) ( ) ( )
0 1
|| 1 0
0 0 0
( )2 , 2 cos , 2 ,
i M i M
i M
q z z q z z
q z z
i i
e J e JY d Y d Y e J d
w w
ϑ ϑ
ϑϑρ ϑρπ ϑ ϑ πμ θ ϑ ϑ πμ ϑρ ϑϑ ϑ
−∞ ∞ ∞−
−
⊥= = − =∫ ∫ ∫& & &  (21) 
где )(),( 10 ⋅⋅ JJ  – функции Бесселя первого рода нулевого и первого порядка соответственно. 
В результате, подставляя (19)–(21) в (14) и (15), получим явные выражения в виде квадратур для опре-
деления во всем пространстве векторного потенциала трехмерного гармонически изменяющегося во времени 
электромагнитного поля. Заметим, что в [15] в выражениях, из которых следуют ⊥eY&  и ⊥iY& , утерян знак «–».  
Особенности распределения квазистационарного трехмерного электромагнитного поля. 
Приведенные выражения получены на основе формального исключения из решения общей волновой 
задачи членов, связанных с токами смещения. Однако при переходе к квазистационарной постановке 
должно быть учтено условие замкнутости контура с током и, кроме того, необходимо проверить вы-
полнение условий непрерывности векторного потенциала 0div =A  в диэлектрической среде ( 0>z ) и 
равенства нулю на границе в электропроводной среде нормальной компоненты напряженности элек-
трического поля 0=⋅ −Eez .  
Рассмотрим вначале электромагнитное поле, которое формируется в диэлектрической среде, 
выражение для векторного потенциала которого принимает вид 
( )( )∫ ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ ⋅+π+−π
μ=> ⊥
l
zeee dlYYrr
I
z eett
ttA ||||||
1
10 1
4
:0 &&
&& .                                  (22) 
Из (20) следует, что для выражения в круглых скобках вместо двух функций ||eY&  и ⊥eY&  доста-
точно использовать одну вспомогательную функцию eG&  [2] 
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( )∫
∞ −ϑ−
ϑϑ
ϑρ=
0
0
)( )(
2
1
d
w
Je
G
Mzz
e
& ,                                                       (23) 
для которой в локальных координатах справедливы равенства || /e eY G zπ= − ∂ ∂&& , /e eY G xπ⊥ = ∂ ∂&& . В рас-
сматриваемом выражении в (22) отсутствует вертикальная ⊥t  компонента касательного вектора, что 
позволяет представить векторный потенциал следующим образом: 
[ ]∫ ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ××−−π
μ=
l
eze dlGrr
I &&& grad
4 1
10 tettA .                                                 (24) 
Упростим результат интегрирования третьего слагаемого в выражении (24), используя условие 
замкнутости контура с током. Для этого учтем следующие соотношения:  ( ) ( )
[ ] [ ] ( ) ( ) ,,gradgrad,
,
11111
2
1
2
11
MMQMeMQMeQMzMz
MQMQQMQM
dldlGG
yyxx
=−=×=×
−+−=ρ=ρ=ρ
rrtete &&
                (25) 
где показано, что аргументом функции ( )1QMeG r&  являются координаты вектора 11 QMrr =  (рисунок а), 
индексами внизу отмечены точки, по которым выполняются соответствующие операции, замена диф-
ференцирования функции eG&  по точкам наблюдения Q на дифференцирование по точкам истока M1 
сопровождается изменением знака перед функцией [12]. В результате с учетом равенства нулю цирку-
ляции градиента скалярной функции для третьего слагаемого в (24) имеем 
[ ] ( ) ( ){ } ∫∫∫ ∂∂=⋅+⋅=×× l MQeMl MeMMzeQzMl MeQMz dlz
G
dlGGdlG
&&&&
11111
1
gradgradgrad tteette .        (26) 
Окончательно, опуская обозначения точек, выражения для векторного потенциала и индукции 
магнитного поля AB rot=  в диэлектрической среде ( 0>z ) упрощаются и принимают вид 
∫ ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−−π
μ=++=
l
e dl
z
G
rr
I &&&&&&
1
1
10
10 4
tttAAAA 2e ,                                              (27) 
∫ ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂×−×−×π
μ−=++=
l
e dl
z
G
rr
I &&&&&& grad
4 131
11
3
0
210 t
rtrtBBBBe .                 (28) 
Введенная в (23) функция eG&  удовлетворяет уравнению Лапласа 0=Δ eG& , в чем легко убедить-
ся, применяя метод разделения переменных или непосредственной проверкой. Так как для любой функ-
ции вида ( )11 QMM f rt  интеграл по замкнутому контуру от дивергенции от этой функции дает нулевое 
значение                           ( )( ) ( )( ) 0graddiv
11
1111111 =⋅−= ∫∫
l
MQMMM
l
MQMMQ dlfdlf rtrt ,                              (29) 
то, как следует из (27), найденное выражение для векторного потенциала действительно удовлетворяет 
условию (4) непрерывности векторного потенциала в диэлектрической среде в квазистационарном при-
ближении 0div =A .  
Наконец, из (27) вытекает, что для произвольного плоского контура, параллельного границе 
раздела сред, для которого 01 =⋅=⋅ zz etet , в области 0>z  вертикальная составляющая векторного 
потенциала равна нулю 0=⋅ ze eA& . Ранее этот вывод был сделан в [2] для частного случая в отноше-
нии асимптотического разложения, которое справедливо для быстропротекающих процессов.  
Без учета утерянного в [15] знака «–» в выражении, аналогичном (20) для ⊥eY&  и в (21) для ⊥iY& , 
не удается использовать единую функцию eG&  и, что более существенно, в этом случае в диэлектриче-
ской среде в квазистационарном приближении не выполняется необходимое условие непрерывности 
векторного потенциала 0div =A . 
Так как в диэлектрической области 0>z  найдено выражение (27) только для векторного по-
тенциала, то это дает возможность определить лишь одно слагаемое напряженности электрического 
поля eeV j AE && ω−= . 
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Рассмотрим теперь электромагнитное поле в электропроводной среде. Используя обозначения 
(21), выражение для векторного потенциала в области 0<z  принимает вид 
( )( ) .
4
:0 1||||||2
0 ∫ ⊥⊥ +⋅+π
μ=<
l
iziii dlYYY
I
z teettA &&&
&&                                         (30) 
Упростим (30), исключив второе слагаемое в подынтегральной функции. Для этого используем, 
как и прежде, условие замкнутости контура с током. Введением функции  
( )∫
∞ ϑ−
ϑϑ
ϑρπμ=
0
0
1
)(
2 d
w
Je
G
Mi zzq
i
&                                                    (31) 
выражение (30) можно записать следующим образом: 
( ) ( ) .
4 1
1
||||
1
||
1
2
0 ∫ ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +∂
∂++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅∂
∂+⋅∂
∂−= ⊥
l
i
M
i
izz
M
i
M
i
i dlYz
G
Y
z
G
x
GI
tteetetA &
&&&&&&
π
μ
                (32) 
Так как интеграл по замкнутому контуру от первого слагаемого, заключенного в (32) в круглые 
скобки, равен нулю, окончательно выражение для векторного потенциала электромагнитного поля в 
электропроводной среде принимает вид, где каждое слагаемое в подынтегральной функции обусловле-
но элементом тока соответствующего направления 
( ) ( ) .
)()(
2
4 0
0
0
0
||
0 ∫ ∫∫ ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ ϑϑ
ϑρ+ϑϑϑ
ϑρ
π
μ=
∞ ϑ−
⊥
∞ ϑ−
l
i
zzqzzq
i dldqw
Jed
w
JeI MiMi ttA
&&                           (33) 
Найдем величину iA&div , значение которой в силу принятой калибровки Лоренца (4) не обяза-
тельно равно нулю. Тем самым, согласно (4) определим распределение скалярного потенциала элек-
тромагнитного поля 0div /i iϕ μμ γ= − A&& . 
Исходя из (33) и используя локальные цилиндрические координаты (рис. 1, б), имеем 
( ) ( ) ( ) ( ) .)()(cos24div
0
20
0
21
||
0 ∫ ∫∫ ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧ ⋅+⋅−=
∞ −∞ −
l
i
zzq
z
zzq
i dldqw
Je
d
w
JeI MiMi ϑϑ
ϑρϑϑϑ
ϑρθπ
μ ϑϑ
etetA
&&    (34) 
Исключим из записанного выражения первое слагаемое, связанное с ненулевой проекцией каса-
тельной к поверхности раздела сред ||t . Для этого с использованием вспомогательной функции 
( )∫
∞ −
=
0
0
2
)(
2 ϑϑϑ
ϑρϑ
d
w
Je
G
Mi zzq
i
&                                                        (35) 
получим такое выражение iA&div : 
                
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
20 2 2 2 0
||
0
0 0
0
0
( )div 2
4
( )2 ,
4
i M
i M
q z z
i i i
i z i z
M M Ml
q z z
z
l
I G G G e J q d dl
x z z w
I e Jj d dl
w
ϑ
ϑ
μ ϑρ ϑπ ϑ
μ ϑρωμμ γ ϑπ ϑ
∞ −
∞ −
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − ⋅ + ⋅ + + ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫
∫ ∫
A t e t e t e
t e
& & &&&
&
 
 
     (36) 
и соответственно выражение для комплексной амплитуды скалярного потенциала 
( ) ( )∫ ∫ ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧ ϑϑ
ϑρ⋅ωπ
μ−=ϕ
∞ ϑ−
l
zzq
zi dldw
Je
j
I Mi
0
00 )(2
4
et
&
& .                                          (37) 
Из (36) и (37) вытекает, в частности, что если отсутствуют участки контура с не равной нулю 
нормальной компонентой ⊥t , иными словами, используются плоские контуры, лежащие в плоскости, 
параллельной границе раздела сред, то 0div =iA&  и 0=iϕ& . Для таких контуров напряженность элек-
трического поля в электропроводной среде iiiPiVi j ϕω &&&&& grad−−=+= AEEE  не содержит потенциаль-
ной составляющей и напряженность электрического поля ii j AE && ω−=  определяется непосредственно 
распределением в пространстве векторного потенциала. 
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Наконец, найдем выражение для напряженности электрического поля в области 0<z  в случае 
пространственной конфигурации контура с током и его произвольной ориентации относительно пло-
ской границы раздела сред.  
Используя (33) и (37), после выполнения необходимых операций получим выражение 
( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧ ϑϑϑ
ϑρ⋅+ϑϑϑ
ϑρωπ
μ−=+=
∞ ϑ−
ρ
∞ ϑ−
l
zzq
z
zzq
iPiVi dldw
Je
d
w
Je
j
I MiMi
0
1
0
0
||
0 )()(2
4
eettEEE
&&&& ,   (38) 
где θ+θ=ρ sincos|| yeee  – единичный вектор вдоль радиального направления локальной цилиндри-
ческой системы координат. 
Таким образом, в данной задаче распределения квазистационарного электромагнитного поля 
при плоской поверхности раздела сред в электропроводной среде напряженность электрического поля и 
плотность тока не имеют составляющих, направленных перпендикулярно поверхности, независимо от 
геометрии контура, вдоль которого протекает переменный ток. Ранее этот результат был получен толь-
ко в точках поверхности раздела сред [3] для подтверждения выполнения граничного условия (7). Те-
перь вывод распространяется на все полупространство.  
Указанная особенность в распределении плотности тока для трехмерной электромагнитной за-
дачи отмечалась также и для ряда расчетных моделей линейной индукционной электрической машины 
при ограниченной толщине вторичного тела [11]. Однако в общей постановке для произвольной гео-
метрии исходных контуров с током задача не рассматривалась.  
Подчеркнем, что полученный в нашей работе результат об отсутствии вертикальной компонен-
ты напряженности электрического поля в электропроводной среде явился следствием решения волно-
вой задачи теории поля. Покажем, что данный вывод для квазистационарной задачи имеет более общие 
основания. Действительно, из уравнений Максвелла (1) следует, что в электропроводной среде распре-
деление z-компоненты комплексной амплитуды напряженности электрического поля izE&  описывается 
однородным дифференциальным уравнением второго порядка при заданном нулевом значении на гра-
нице (7) и ограниченности на бесконечности 
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=∞==
=γωμμ−Δ
.0,00
,00
iziz
iziz
EzE
EjE
&&
&&
                                                         (39) 
Решение соответствующей задачи параболического типа «без начальных условий» для полубес-
конечной области [13] имеет единственное нулевое значение. Данное положение подтверждает сделан-
ный в работе вывод. 
Так как для линейной задачи справедлив принцип суперпозиции, то сделанный вывод относи-
тельно отсутствия вертикальной составляющей плотности тока в электропроводной среде имеет более 
общий характер. Во-первых, так как в квазистационарной постановке любой контур с током должен быть 
замкнутым, то вывод справедлив для любого заданного распределения исходного тока в диэлектрической 
среде, а не только при его протекании вдоль конкретного контура. Во-вторых, так как произвольная зави-
симость тока от времени (с известными ограничениями) может быть представлена своим частотным спек-
тром, то полученный результат справедлив и для любой зависимости от времени исходного тока.  
Источники поля и условия на границе раздела сред. Найденные результаты распределения поля в 
области 0<z  и особенностей распределения плотности тока позволяют установить источники поля и его зна-
чения на границе раздела сред в диэлектрической среде, а также при определенных ограничениях на конфигу-
рацию контура с током найти напряженность электрического поля во всем объеме в области 0>z . 
Выражение для касательной составляющей напряженности поля в диэлектрической среде +τE&  
непосредственно следует из граничного условия (6) и определяется из (38) при 0=z : ( )0==+τ ziEE && . 
Нормальную компоненту напряженности электрического поля в диэлектрической среде +⋅ Ee &z  
можно определить, учитывая отсутствие в электропроводной среде компоненты плотности тока, пер-
пендикулярной плоской поверхности раздела сред. Для этого представим векторный потенциал по-
другому, а именно, как потенциал, который определяется только токами, протекающими во всем про-
странстве: cAAA &&& += 0 , где 0A&  – векторный потенциал, обусловленный током исходного контура в 
(27), cA&  – векторный потенциал, определяемый индуцированными токами в области 0<z  
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∫∫ π
μ+γπ
μμ= jEA
44
00
&& .                                                    (40) 
Здесь учитывается как плотность токов проводимости iE&γ , так и плотность токов намагничивания 
( ) iE&γ−μ 1 в объеме iV  и поверхностная плотность токов намагничивания ( ) −×−μ−= Hej &zSm 1  на по-
верхности раздела сред. 
Выражение (40) справедливо, если во всем пространстве для векторного потенциала справедлива 
калибровка Кулона, то есть выполняется условие непрерывности 0div =A&  [12], причем, очевидно, оба 
слагаемых cAA && +0  также по раздельности удовлетворяют этому условию. (Заметим, что cA&  в общем 
случае отличается от суммы 2AA && +1  в (27) при 0>z  и cAA && +0  отличается от iA  в (33) при 0<z  на ве-
личину градиента скалярной функции, что связано с другим условием калибровки). При выбранной ка-
либровке напряженность электрического поля представляется суммой напряженностей полей 
jEEE &&& += σ , где скалярный потенциал σϕ&  и связанное с ним потенциальное слагаемое напряженности 
электрического поля σσ ϕ−= && gradE  обусловлено электрическими зарядами [17], которые в рассматривае-
мой задаче сосредоточены на границе раздела сред с поверхностной плотностью σ&  
∫ σεπε=ϕσ Se dSr
&&
04
1 .                                                                (41) 
Второе же слагаемое напряженности электрического поля ( )cj j AAE &&& +ω−= 0  определяется токами, 
протекающими в системе, включая ток контура и токи, индуцированные в электропроводной среде. 
Существенным обстоятельством в представлении cAAA &&& += 0  является, как следует из (40), ра-
венство нулю вертикальной компоненты векторного потенциала cA&  и соответственно равенство нулю 
слагаемого напряженности электрического поля cj A&ω− . Нормальная компонента суммарного поля 
может появиться только в связи с протеканием тока в направлении, перпендикулярном границе раздела 
сред. Такая ситуация возможна для контуров пространственной конфигурации или для плоских конту-
ров, лежащих в плоскости, которая некомпланарна границе раздела сред. 
Нормальные составляющие напряженности электрического поля, созданного поверхностным за-
рядом, по разные стороны граничной поверхности равны и противоположны по знаку. Кроме того, в 
электропроводной среде данная вертикальная составляющая поля электрических зарядов на границе 
компенсируется напряженностью индуцированного электрического поля, то есть 
−σ+σ −= zz EE && ,       00 =ω− −−σ zz AjE && .                                                 (42) 
Учитывая непрерывность нормальной составляющей векторного потенциала −+ = zz AA 00 && , поверх-
ностная плотность электрического заряда, исходя из граничного условия, будет +εε=σ ze E&& 0 . Отсюда 
найдем значение поверхностной плотности заряда и величину нормальной компоненты напряженности 
электрического поля, которые, как оказывается, полностью определяются только векторным потенциа-
лом тока исходного контура 
1
0 0( ) 2e z zE j Aσ ε ε ω− += = − &&& .                                                             (43) 
Ранее такое же соотношение было получено для задачи об электромагнитном поле в случае 
сильного скин-эффекта [4]. На основании проведенных в настоящей работе исследований установлено, 
что соотношение (43) имеет значительно более общий характер, оно не зависит от электропроводности 
и магнитной проницаемости среды, над плоской поверхностью которой протекает переменный элек-
трический ток. Причем, в этом случае (43) справедливо не только для гармонических токов, но и для 
произвольной зависимости от времени исходного тока контура, и, кроме того, на основании принципа 
суперпозиции результат остается верным для любой исходной системы замкнутых токов 
1
0 0( ) 2 /e z zE A tσ ε ε − += = − ∂ ∂ .                                                          (44) 
Так как поверхностная плотность электрического заряда, а следовательно, и соответствующая 
потенциальная составляющая напряженности электрического поля, связаны с наличием участков кон-
туров, перпендикулярных плоской поверхности электропроводного тела, то при их отсутствии – при 
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протекании исходных токов вдоль плоских контуров, параллельных границе раздела сред – напряжен-
ность электрического поля имеет только вихревую составляющую и для ее расчета достаточно знать 
распределение векторного потенциала электромагнитного поля. 
Выводы. 1. На основе известного решения задачи о поле излучающего гармонического токово-
го диполя и использования условия замкнутости контуров с током развита аналитическая теория расче-
та квазистационарного трехмерного электромагнитного поля переменного тока, протекающего вдоль 
контура, расположенного вблизи плоской поверхности электропроводного намагничивающегося тела, 
без ограничений на геометрию контура, электрофизические свойства среды и частоту поля.  
2. В квазистационарном приближении в случае плоской границы раздела диэлектрической и элек-
тропроводной сред напряженность электрического поля и плотность тока в электропроводном полупро-
странстве не содержат составляющей, перпендикулярной граничной поверхности, для любого распределе-
ния системы исходных токов в диэлектрической среде и произвольной зависимости токов от времени. 
3. Перпендикулярная компонента напряженности электрического поля на поверхности диэлек-
трической среды и поверхностная плотность электрического заряда не зависят от свойств электропро-
водной среды и определяются только вертикальной составляющей индуцированного электрического 
поля исходной системы токов в диэлектрической среде при их произвольной зависимости от времени. 
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АНАЛІТИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ КВАЗІСТАЦІОНАРНОГО ТРИВИМІРНОГО ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ 
СТРУМУ, ЩО ПРОТІКАЄ ПО КОНТУРУ ДОВІЛЬНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ ПОБЛИЗУ ЕЛЕКТРОПРОВІДНОГО ТІЛА 
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На основі відомого аналітичного рішення задачі про поле випромінюючого гармонійного струмового диполя розвинено аналітичний 
метод розрахунку квазістаціонарного тривимірного електромагнітного поля, що створено довільним просторовим струмовим кон-
туром, розташованим поблизу електропровідного тіла із плоскою поверхнею. Розв’язок з урахуванням замкнутості контурів зі 
струмом знайдено у вигляді квадратур для векторного потенціалу, індукції магнітного і напруженості електричного полів у діелект-
ричному й електропровідному середовищах без обмеження на геометрію контуру, властивостей середовищ та частоту поля. Вста-
новлено, що густина струму в електропровідному середовищі не містить складової, що перпендикулярна до граничної поверхні для 
будь-якої системи вихідних струмів і довільної залежності струмів від часу. Як наслідок, перпендикулярна компонента напруженос-
ті електричного поля на поверхні діелектричного середовища і поверхнева густина електричного заряду не залежать від властивос-
тей електропровідного середовища й визначаються тільки вертикальною складовою індукованого електричного поля вихідної систе-
ми струмів у діелектричному середовищі при довільній залежності від часу.  Бiбл. 21, рис. 1. 
Ключові слова: квазістаціонарне тривимірне електромагнітне поле, довільний контур зі струмом, вихрові струми. 
 
 
 
AN ANALYTICAL CALCULATION METHOD OF QUASI-STATIONARY THREE-DIMENSIONAL  
ELECTROMAGNETIC FIELD CREATED BY THE ARBITRARY CURRENT CONTOUR THAT LOCATED NEAR  
CONDUCTING BODY 
Yu.M.Vasetsky, K.K.Dziuba  
Institute of Electrodynamics National Academy of Sciences of Ukraine,  
pr. Peremohy, 56, Kyiv, 03057, Ukraine.                      E-mail: yuriy.vasetsky@gmail.com  
 
On the basis of the analytical decision of problem on a field of radiating harmonious current dipole the analytical calculation method of quasi-
stationary three-dimensional electromagnetic field created by arbitrary spatial current contour, located near conducting body with a flat sur-
face is developed. The analytical decision taking into account closed current contour is found for vector potential, induction of magnetic field 
and intensity of electric field in dielectric and conducting media without limitations on contours geometry, media properties and current fre-
quency It is established, that the current density in the conducting medium has no component directed perpendicularly to flat surface of body for 
any initial current system and for any dependence of currents on time. As consequence, the perpendicular component of electric field intensity 
on a surface of the dielectric medium and surface density of electric charge do not depend on properties of the conductive medium and they are 
defined only by a vertical component of the induced electric field of the initial currents at any dependence on time. References 21, figure 1. 
Key words: quasi-stationary three-dimensional electromagnetic field, arbitrary spatial current contour, eddy currents. 
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